Mathgmatik M 9.1 Quadratwurzeln Schﬁvﬁﬁach
(1)

Reelle Zahlen: R

Reelle Zahlen R
; R\Q

rationale Zahlen Q + irrationale Zahlen R\ Q

e

endliche/ unendlich periodische Dezimalbriiche Zahlen, die sich nicht als Bruche darstellen lassen
(und alle Zahlen, die sich als solche darstellen lassen)

Beispiele:

. 3;%; 2,5:0,3;V16 € Q - 3;%; 2,5:0,3:V16 € R

e 2,101024..; V/3;V10; m sind irrationale Zahlen - 2,101024...;: V3:;V10; T € R

Quadratwurzeln:

Die Quadratwurzel (kurz: Wurzel) von a (a = 0) ist diejenige nicht negative Zahl
die quadriert a ergibt.
Schreibweise: va (a heif3t Radikand)
(Bsp.: V16 = 4,da 4* = 16)

ACHTUNG:

e Aus negativen Zahlen kann mein keine Wurzel ziehen!

e Fira € Rqilt: \/? =lal (Bsp.:/(—8)*=|-8| =8)
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Rechenregeln fir Quadratwurzeln:

Multiplikationsregeln: vVa-vb=+va-b firab=>0

Beispiel:

auch

V3:-V12=+v3-12=V36=6

ABER: +Ja++vVb#+Va+b firahb>0

. a —_

Divisionsregeln: va:vb=+va:b fira>0, b>0

a

Vb b
V75:vV3=+4/75:3=+/75:3=+25=5

Teilweises Wurzelziehen/Radizieren:

Wurzelziehen mit binomischen Formeln:

Rationalmachen des Nenners:

Wenn ein Radikand so in ein Produkt
zerlegt werden kann, dass man aus
wenigstens einem Faktor die Wurzel
ziehen kann, so nennt man dies
teilweises Wurzelziehen/Radizieren.

Bsp.: V125 =v25-5 =v/25-/5 = 55
VYV =y y=n/y

Vorgehen: Man formt die Summe/Differenz
in ein Produkt um.

Ja? + 2ab + b? = /(a+b)2=|a+b|
Ja? —2ab + b? = /(a—b)2=|a—b|

Vorgehen: Man erweitert den Bruchterm mit
Wurzel im Nenner so, dass ein aquivalenter
Term ohne Wurzel im Nenner entsteht.

2 23 23
V3 V3:¥3 3
5 _ 5-(V3-1) :5-(¢_—1)
V3+1 (V3+1)-(V3-1) y3°_-1
_5-(V3-1)
=
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M 9.1 Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen (1)

AKG
Schwabach

Quadratische Funktionen:

Funktionen der Form f:x » ax? + bx + ¢ (a # 0) heiRen
guadratische Funktionen.

e Der Graph einer quadratischen Funktion heif3t Parabel.

e Der Graph von g: x ~ x? hei8t Normalparabel.

e Der tiefste Punkt/der héchste Punkt einer Parabel
hei3t Scheitelpunkt oder kurz Scheitel.

Die Parabel zur Funktion f ist
e nach oben gedffnet, falls a > 0.
e nach unten gedtffnet, falls a < 0.

Die Parabel zur Funktion f ist
e weiter als die Normalparabel, falls |a| > 1.
e enger als die Normalparabel, falls |a| < 1.

g:x — x?

Die Normalparabel hat
den Scheitel (0]0).

Die Normalparabel ist
nach oben gedffnet.

fix - 2x% + 3x
und
g:x - —05x%—2x+ 4
sind quadratische

Funktionen.




Mathematik
9

M 9 Quadratische Funktionen
M 9.1 Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen (2)

AKG

Schwabach

Scheitelpunktform von quadratischen Funktionen:

Jede quadratische Funktion der Form f:x = ax? + bx + ¢ (a # 0)
lasst sich durch quadratische Erganzung auf die Scheitelpunktform
f:x » a(x + d)? + e bringen.
e Der Scheitel der zugehdrigen Parabel von f lasst sich von
der Scheitelpunktform ablesen: S(—d|e)
Bsp.: fix » 2(x —3)*+4 —> S(3|4)

e Wertemenge von f:
W =|e; oo flira>0
W =] —o0;e] fira<o
Bsp.: fix = 2(x—3)?+4
- W =[4; o

Quadratische Ergédnzung:
Idee: Man erganzt die Gleichung so, dass eine binomische Formel
entsteht.
f(x) =2x?>—-5x—3
=2(x% —2,5x - 1,5)
=2(x>-2-125"x -1,5)
=2(x?—=2-1,25-x + 1,25% — 1,25 — 1,5)
=2(x*—2-1,25 x + 1,25 = 1,5625 — 1,5)
= 2(x —1,25)2 —2-3,0625
= 2(x — 1,25)2 — 6,125

> 5(1,25|6,125)
> W =[—6,125; oof

Monotonieverhalten:

Gegeben sind
f:x » 2x% 4+ 3x und
g:x - —0,5x% —2x + 4

a > 0: Die Parabel fallt

links des Scheites und steigt

rechts davon.

a < 0: Die Parabel steigt
links des Scheitels und fallt
rechts davon.

Q@
&
S
s

Sonderfélle:

fix e x%+e:
Scheitelpunkt S(0le)
Bsp.:

fix > x?+1:
Scheitelpunkt S(0[1)

g:x o (x +d)%
Scheitelpunkt S(—d|0)
Bsp.:

gix e (x +2)%
Scheitelpunkt S(—2|0)

-4 -3 -2 =1 0 1
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Losungsformel fur quadratische Gleichungen:

Fur eine quadratische Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) gilt:

Die Diskriminante D ist wie folgt definiert: b? — 4ac
Die Diskriminante D ist
e < 0: Die Gleichung hat keine Losung.

e = 0: Die Gleichung hat genau eine Lésung x = o
e > (: Die Gleichung hat zwei Losungen (= Nullstellen von
fixmax?+bx+c

Die Losungen werden mit der Loésungsformel berechnet:

—b + Vb2 — 4ac
X1/2 = 2a

Bsp.: Bestimme alle Losungen der gegebenen Gleichung
2x>—12x+10=0

Bestimme D: b2 —4ac=122-4-2-10=144-80=64> 0
= Die Gleichung besitzt zwei Losungen.

—bi\/bz—4ac_12i\/64_12i8

*1/2 = 2a ~ T 2.2 4
12+8 20 _12-8_4
M=y T T2 T 7T

Darstellungsformen fiir Funktionsterme von
quadratischen Funktionen:

Allgemeine Form: f(x) = ax? + bx +c

- f0)=c

Scheitelpunktform: f(x) = a(x + d)? + e
- S(—dle)

Nullstellenform: f(x) = a(x — x;)(x — x3)
— Nullstellen: x; und x,

Bsp.: fix e 2x2—12x+ 10

Allgemeine Form: f(x) = 2x% — 12x + 10
- f(0) =10

Scheitelpunktform: f(x) = 2(x —3)* -8
- S(3|-8)

Nullstellenform: f(x) =2(x—-5)(x—1)
— Nullstellen: 5 und 1
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Lineares Gleichungssystem (LGS) mit drei Variablen l6sen:

Schritte

Beispiel

1. Auflésen einer Gleichung nach einer
Variablen

(ND2a—2b+c=-1
(IDa+c=4b
(IIN2a=12—-4c-> (II') a=6 —2c

2. Einsetzen des ermittelten Terms in die beiden
anderen Gleichungen

(1) in(1):2(6 —2c) —=2b+c=-1
12—-4c—-2b+c=-1 & 12—-3c—2b=-1 < 13-3c—-2b=0(I")

(I in(I):6—2c+c=4b & 6—c—4b=0 o6—4b=c (II)

3. Lo6sen des Gleichungssystems mit zwei
Gleichungen und zwei Unbekannten

(I in(I): 13—3(6—4b)—2b =0
13—18+12b—2b =0
—54+10b =0

10b=5 o bzg

Berechne c:b in (II'): c=6—4-%=6—2=4

4. Einsetzen der Losung in die erste Gleichung
zur Bestimmung der dritten Unbekannten

Setzecin(Il)) einna=6—2-4=6—8= -2

Die Losung ista = —2;b = %;c =-2
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Funktionsterm einer Parabel bestimmen:

Voraussetzung: Es miussen Punkte gegeben sein, die auf der Parabel liegen. Je nachdem, um welche Art der Punkte es sich
handelt, wahlt man einen geeigneten Ansatz:
e Allgemeine Form: f(x) = ax? + bx + ¢
e Scheitelpunktform: f(x) = a(x +d)? + e
e Nullstellenform: f(x) = a(x — x1)(x — x3)

Allgemeine Form:
f(x) =ax* + bx+c

Scheitelpunktform:
fX)=alx+d)?*+e

Nullstellenform:

f(x) = alx —x)(x — x3)

- Es sind drei beliebige Punkte
gegeben.

Aufstellen des Funktionsterms mithilfe
eines linearen Gleichungssystems mit
drei Unbekannten.

Bsp.: A(-3|1),B(12),€(2]3,5)

Stelle ein Gleichungssystem auf:
() 1=9a-3b+c

(I 2=a+b+c

(I 3,5=4a+2b+c

Lose das LGS mit drei Unbekannten.

- Esist der Scheitel und ein weiterer
beliebiger Punkt gegeben.

Einsetzen des Scheitels.
Berechnen von a mittels des zweiten
Punktes.

Bsp.: $(2|-3), P(-2|5)

f(x)=a(x-2)2-3
Pinf(x): 5=a(-2-2)2-3
5=16a—3

16a =8 ==
a o a >

a
f(x) =§(x—2)2—3

- Es sind die Nullstellen und ein
weiterer beliebiger Punkt gegeben.

Einsetzen der Nullstellen.
Berechnen von a mittels des zweiten
Punktes.

Bsp.: N;(=2]0),P(2|3,6),N,(3|0)

fO) = a(x +2)(x - 3)
Pinf(x):3,6 =a(2+2)(2—-3)
3,6 =—4a
a=-0,9
- f(x) =-0,9(x+2)(x — 3)
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M 9.2 Quadratische Funktionen in Anwendungen (3)

Extremwertaufgaben losen:

Voraussetzung: Eine GréRe muss als quadratische Funktion mit nur einer Variablen ausgedrtickt werden kdnnen.

Bestimmung des Extremwertes (grofl3ter bzw. kleinster Wert):

Vorgehen Beispiel

Gegeben ist ein Rechteck mit U = 48cm. Sein Flacheninhalt soll
1. Aufstellen eines Ansatzes fir die Groél3e, die extrem maximal sein. Bestimme die Mal3e des Recktecks und gib den
werden soll Flacheninhalt an.

A(x;y) =x-y (x,y sind die Seitenlangen des Rechtecks
und A damit der Flacheninhalt)

2. Aufstellen von Gleichungen, die die Beziehungen U=2x+2y =48 (Umfang des Recktecks)
zwischen den Variablen beschreiben y =24 —x (Auflosen nach einer Variablen)

3. Bestimmen eines Funktionsterms fir die gesuchte GréRe | A(x) = x- (24 —x); 0<x <24
in Abh&ngigkeit von nur einer Variablen

Nullstellen bei x; = 0 und x, = 24
4. Ermitteln des Scheitelpunktes und Angabe des 2 x — Koordinate des Scheitels: xg = 0+24 _ 1o
2

Extremwertes S Extremwert: A(xs) = 12 - (24 — 12) = 144

2> y=24-12=12
Das Rechteck hat die Mafde x = 12cm und
y = 12cm und den Flacheninhalt 144cm?.
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M 9.2 Quadratische Funktionen in Anwendungen (4)
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Schnittpunkte von Funktionsgraphen bestimmen:

Vorgehen

Beispiel

1. Gleichsetzen der beiden Funktionsterme

Gegeben sind die Funktionen f:x — x? — x + 3 und
g:x » 2x + 1 mit maximaler Definitionsmenge. Bestimme die
Schnittpunkte der zugehoérigen Graphen.

fx) =g(x)
x> =—x+3=2x+1
x> =3x+2=0

2. Losen der Gleichung (z.B. mittels Losungsformel)

3% (-3)2-412 _ 3+1

x =
1/2 21 2

3. Berechnen der y- Koordinate durch Einsetzen der
berechneten x-Koordinate in einen Funktionsterm

g2)=2-2+1=5 > 5,2I5)

gD=2-1+41=3> S,(1]3)
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Mengendiagramme:

=>» Zur Darstellung von Verknupfungen
zweier Ereignisse A und B.

=>» Oft interessiert man sich fir die Schnitt- und
Vereinigungsmenge.

Bsp.: Einmaliger Wurfelwurf mit 2 = {1; 2; 3; 4; 5; 6}
A: gerade Augenzahl A =1{2;4;6}
B: Augenzahl grofier 3 B = {4;5; 6}

Die Schnittmenge A N B:

Die Schnittmenge AN B

(lies: ,A geschnitten B)

zweier Ereignisse A und B
besteht aus den

Ergebnissen, die in A und 0

in B enthalten sind.

Im Bsp.:
ANB = {4;6}

A N B:Alle Ergebnisse, die gerade und grofder als 3 sind.

Die Vereinigungsmenge A U B:

Die Vereinigungsmenge A U B
(lies: ,A vereinigt B) A
zweier Ereignisse besteht aus
den Ergebnissen, die in A
oder B enthalten sind.

(mathematisch ,oder*: ,entweder nur in A oder nur in B oder
»in A und B zusammen®

Im Bsp.:
AUB =1{2;4;5;6}

Zerlequnqg der Ergebnismenge:

Jedes Ergebnis w € 1 gehort
genau einer dieser Teilmengen
an:

Im Bsp.: 0
AN B={2}

ANB = {4;6}

ANnB = {5}

ANB ={1}

10
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Vierfeldertafel:

=>» Darstellung von absoluten Haufigkeiten eines n-mal durchgefiuhrten Zufallsexperiments
=>» Darstellung der relativen Haufigkeiten eines n-mal durchgefihrten Zufallsexperiments (= kénnen als Wahrscheinlichkeiten
interpretiert werden)

Beispiel:

Die Klasse 9c hat 30 Schiuler und Schilerinnen. Diese werden befragt, wie oft die Ereignisse S: ,Eine Schilerin bzw. ein Schiler ist
in einem Sportverein“ und M: ,Eine Schulerin bzw. ein Schuler spielt ein Musikinstrument® in der Klasse auftreten. Das Ereignis S
tritt 15-mal und das Ereignis M 12-mal auf. AuRerdem zeigt sich, dass 6 Schiler*innen keine der beiden Freizeitaktivitaten
betreiben. Erstelle eine Vierfeldertafel fur die absoluten und eine Vierfeldertafel fur die relativen Haufigkeiten.

S S

M 3 9 12
HMnNS) | HMnYS) H(M)

M 12 6 18
HMnNnS) | HMnYS) H(M)

15 15 30

H(S) H(S) n

H: Haufigkeit

S S
M 10% 30% 40%
P(MNnS) | P(MnYS) P(M)
M 40% 20% 60%
P(MNnS) | P(MnYS) P(M)
50% 50% 100%
P(S) P(S)

Berechnung von P(M U S):

PMuUS)=PMNS)+PMNS)+P(MnNS) oder
P(MUS)=PM)+P(S)—P(MnNYS)

11
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Ahnlichkeit:

Zwei Figuren bzw. Korper heil3en ahnlich, wenn man sie durch maf3stabliches VergroRern/Verkleinern auf zueinander
kongruente Figuren abbilden kann. Der Faktor, mit dem alle Streckenlangen multipliziert werden, heil3t Ahnlichkeitsfaktor k.

Ahnlichkeitsfaktor k = 2:

<O

Eigenschaften dhnlicher Figuren:
e Entsprechende Winkel sind gleich grol3: a; = a,; By = By V1 = V2 61 =6,

by ¢ _ ds

e Entsprechende Strecken haben stets das gleiche Langenverhéltnis: = = 2 =21 =

a b, c2 ds

C2

j(? V2

12
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Ahnlichkeitsséatze fiir Dreiecke:

Dreiecke sind bereits ahnlich, wenn sie
e in zwei (und damit allen drei) Winkeln tbereinstimmen (WW-Satz).
e im Verhaltnis entsprechender Seitenlangen tbereinstimmen (S:S:S-Satz).

Streckenldngen, Fldcheninhalte und Rauminhalte bei Ahnlichkeit:

Wird die Figur F; bzw. der Kérper K; mit dem Ahnlichkeitsfaktor k auf eine zu F, kongruente Figur bzw. einen zu K, kongruenten
Korper abgebildet, so gilt:

e Jede Streckenlange in F, hat den k-fachen Wert der entsprechenden Lange in F,.
e Der Flacheninhalt von F, hat den k2-fachen Wert des Flacheninhalts von F;.
e Das Volumen von K, hat den k3-fachen Wert des Volumens von K;.

Bsp.: Seik =3:
<A
]
]
]
]
; 1
il-- ’,11'-----7
J,ﬁ
A 32A 4 kv
a 3a

13




Mathematik M 9.4 Ahnlichkeit und Strahlensatz (3) AKG
9 Schwabach
Strahlensatz bei der V-Figur: Strahlensatz bei der X-Figur:
Esqilt: cll ¢; Esqilt: cll ¢;
\ . C1
N\

Es gelten die Verhaltnisse:

14
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Erweiterung des Potenzbegriffs (1)
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Potenzfunktionen:

= Graph ist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse

g

a>0:
> W =R§

Bsp.:

fixo 2 xt

Eine Funktion f:x » a-x™ (n € N,a € R \ {0}) heil3t Potenzfunktion.
Der Exponent n gibt den Grad der Potenzfunktion an.

/ \A

n gerade n ungerade

.

a<o:
=>W =R,

.

a>0:
>W=R

g:x~ —0,5-x* h:x~3-x3

-2 = 0 1P 2

-1 0

Alle Graphen verlaufen durch die Punkte 0(0[|0) und P(1]a).

= Graph ist punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs

.

a<O0:
>W=R

15
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Erweiterung des Potenzbegriffs (2)
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n-te Wurzeln:

Die n-te Wurzel von a (a = 0) ist diejenige nicht negative Zahl,
deren n-te Potenz a ergibt.
Man schreibt: Ya (n € N,n > 2)

Bsp.:
V27 = 3,denn 33 = 27

Potenzgleichungen:
x"=c meNn=2ce R\ {0}

n gerade n ungerade
c>0 c<0 c>0 c<0
zwei Losungen | keine Losung eine Losung eine Lésung

x1 = e, x =" x:_n\/lcl
Xy = —c;

xt=2 xt=-2 x3=2 x3=-2
X1 - W, = i/i X = _?VE
Xy = _W;

Schnittpunkte von Graphen zweier Potenzfunktionen:
Gegeben sind zwei Potenzfunktionen f und g mit den
zugehdrigen Funktionsgraphen.

Vorgehen zur Berechnung von Schnittpunkten:
e Forme die Gleichung f(x) = g(x) zu f(x) — g(x) = 0 um.
e LOse die Gleichung f(x) — g(x) = 0 durch Ausklammern.
e Setze die x-Koordinaten in f(x) oder g(x) ein, um die
zugehdrigen y-Koordinaten zu erhalten.

Bsp.:

Geg.: f:x > 12x*; g:x - 1,5x7

Berechne die Schnittpunkte der zu f und g gehdrenden
Funktionsgraphen.

f(xX)—g(x)=0
12x* —1,5x7 =
1,5x*(8—-x3)=0

2> x,=0 f(0)=0 - 5,00/0)

> 8-x3=0
=8 -x,=38=2
f(2)=12-2*=12-16 = 192 — $,(2]|192)

16
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M 9.5 Potenzfunktionen mit nattirlichem Exponenten und
Erweiterung des Potenzbegriffs (3)

AKG
Schwabach

Potenzen mit rationalen Exponenten und allgemeine Wurzeln:

Potenzgesetze:

Fira>0,z€Z undn € N,n > 2 gilt:

z
an = Va?
_z 1
G =
Var

1 .
an:\/a

Bsp.:

2

83 =182=364=14°=4

775 = 1 !

57 Yo

1
2567 = 1256 = V4% = 4

Fir a, b > 0 und rationale Exponenten r und s gilt:

1. Potenzen mit gleicher Basis:

T

a —
=a™* bzw. —=a"""
a

-a’

1 2

3135 = 31*1 = 31 = 433 = {27

2. Potenzen mit gleichem Exponenten:

a’-b" = (a-b)" bzw.Z—Z:(E)T
2

+- bt = (ab)i = Yab 53 _ (5\3 _ 35

a4-b4—(ab)4_4ab bzw. 3§_()3_ ()2

3. Potenzen von Potenzen:

17
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M 9.6 Satz des Pythagoras
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Satz des Pythagoras:

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der
Flacheninhalte der beiden Kathetenquadrate gleich dem
Flacheninhalt des Hypotenusenquadrats.

Fur ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse ¢ und Katheten a

und b gilt:

a® + b% = ¢?

b? [>

Kehrsatz zum Satz des Pythagoras:

Wenn fir die Seiten a, b und c eines Dreiecks die Gleichung
a? + b? = ¢? gilt, dann hat das Dreieck bei C einen rechten
Winkel.

Nitzliche Formeln:

Diagonale d eines Quadrats mit der Seitenlénge a:

Bsp.:a = 3cm

d=aV2 a a >d=3V2cm =~ 4,24

Raumdiagonale e eines Wurfels mit der Kantenléange a:

Bsp.:a = 4cm

e=a\/§ —>e:4\/§cmz6,936m

Hohe h im gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlange a:

Bsp.:a =4cm
- h = %\@ cm = 3,46cm

18
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M 9.7 Trigonometrie
M 9.7.1 Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck

AKG
Schwabach

Sinus, Kosinus und Tangens:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck:

Es qgilt:

Hypotenuse

Gegenkathete von a

sina =
Hypotenuse
Ankathete von o
cosa =
Hypotenuse
Gegenkathete von a
tana =
Ankathete von
sin0°=0; sin90°=1
cos0°=1; cos90°=0

Beziehungen zwischen Sinus, Kosinus und Tangens:

Fir alle a mit 0° < a < 90° gilt:
1. sina =cos(90°—a) bzw. cosa = sin(90° — a)
2. (sina)?+ (cosa)?*=1

sina

3. tana = (a #90°)

cosa

Bsp.:

(tana - cos @)? +sin?(90° — a) =

2
-cosa) +cos’a =

(sin a
cos o

(sina)*+cos’a =1

19
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M 9.7 Trigonometrie
M 9.7.2 Sinus- und Kosinussatz

AKG
Schwabach

Sinus und Kosinus am Einheitskreis:

0.5

Gegeben ist P(x|y), ein Punkt auf dem Einheitskreis und
a (0° < a < 360°) mit der positiven x-Achse als erstem und der
Strecke OP als zweitem Schenkel.

Es wird festgelegt:

cosa =x
sina =y

Sinussatz:

In jedem Dreieck ABC verhalten sich die Langen zweier Seiten
wie die Sinuswerte ihrer Gegenwinkel.

a sina b sinf a sina
b sinf’ ¢ siny’ ¢ siny
Bsp.:
Gegeben: b = 3cm, ¢ = 4cmund y = 45°
Ges.: B
b _ sing ; ol b 0.3 _ ~ .
< =1m, ~ Sinp=siny--=sin45°-1~0,53 > §~ 32,01

Kosinussatz:

In jedem Dreieck ABC gilt:

a? = b% +c? —2bc-cosa
b? = a%? + ¢? — 2ac - cosp
c? =a?+b?—2ab-cosy

Bsp.:
Gegeben: a = 5cm, b = 6cmund ¢ = 4cm.
Ges.. a
2 2_ 2 2 2 _ 2
COS ot — b“+c“—a _ 36cm~+16cm”“—25cm” 2_7 S oo~ 55)770

2bc 2-6cm-4cm T 48
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